Walizeczka Profesora Sikorskiego   
Znaleziono walizeczkę na dworcu Śródmieście w Warszawie. Po otwarciu zaczęły się z niej wysypy​wać dziwnie wielkie i małe liczby dziesiętne z małą kartką z wyjaśnieniami Profesora Sikorskiego. Czy możesz to sobie wyobrazić? Trochę małych bardzo małych i naturalnie dużo dużych, bardzo dużo liczb. Profesor Sikorski wyjaśniał, że w tej walizce są przede wszystkim liczby naturalne, to jest 1, 2, 3, i tak dalej aż do bardzo dużych liczb i jeszcze dalej. Duże liczby naturalne nie są łatwe do przedsta​wie​nia na konkretach. Może do tego nie wystarczyć wszystkich ziarenek piasku na Ziemi, a nawet wszyst​kich atomów we Wszechświecie. Ale mimo to można sobie wyobrazić zbiór wszystkich liczb naturalnych N... Uwaga! Ten zbiór jest w tej waliz​ce. Profesor Sikorski wyjaśniał, że w tej walizce jest liczba 1, i do każdej liczby  n w tej walizce, jest tam również liczba n+1.  Profesor Sikorski zapew​niał, że wobec tego walizka zawiera cały zbiór N.  
Nie wszystko można było odczytać, co było napisane na małej karteczce. Profesor Sikorski wyjaśniał, że to jest tak, jak się pakuje chusteczki do nosa do walizki. Wlazło n, to wejdzie  n+1, jeszcze jedna n plus pierwsza.  

Zamknij oczy. Możesz to sobie wyobrazić w taki sposób.  Na linii prostej rozciągającej się w lewo i w prawo, w pewnym miejscu wybierasz punkt. To jest liczba 1. Następnie w równych odstępach na prawo zaznaczasz kolejne liczby. To są liczby 2, 3, 4 i tak dalej, w nieskończoność. Te liczby można sobie wyobrazić jak małe gruzełki w równych odstępach na prawo od liczby 1. Każdy prawdziwy matematyk ma przy sobie taką walizkę, zawierającą wszystkie liczby naturalne. W drugiej walizeczce nosi przy sobie odbicia lustrzane w zerze tego co ma w tej pierwszej. Czy widzisz to? Gdzie jest liczba zero? O jeden odstęp w lewo od jedynki. Czy możesz to sobie wyobrazić? Tam na lewo, po drugiej stronie zera są liczby ujemne. Trzeba się jeszcze zdecydować, do której z tych walizeczek wsadzi się liczbę zero. Tu są wyraźne różnice opinii. Jedni matematycy zaliczają zero do liczb naturalnych i mają zero w N, inni tego nie lubią. Właściwie nie ma sprawy. Kłócić się o zero? Wprawdzie o matema​tycz​ne coś, ale konkretnie o nic? Nie warto. Nie warto się kłócić o to, gdzie wcisnąć nic. 
To, co jest w tej pierwszej walizeczce, zero, i to co jest w tej drugiej, to są liczby całkowite.

Każdy prawdziwy matematyk ma też przy sobie praktyczne urządzenie do precyzyjnego siekania na drobne ułamki, tego co ma w tych walizeczkach. Mówiąc poważnie, każdy prawdziwy matematyk bez trudności może sobie skonstruować ułamki liczb całkowitych. One już tam są. Po prostu wykonuje dzielenie i widać, że są. Zero wychodzi po takiej operacji bez zmian. Zostaje zerem.
Dzielić można przez każdą liczbę całkowitą z wyjątkiem zera. Zero nie nadaje się do dzielenia. Wyniki dzielenia zapisuje się jako liczby przełamane, używając ułamkowej kreski,  w taki sposób  k/n lub bardziej elegancko
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Ponieważ wszystko się dzisiaj normalizuje, to samo się dzieje z siekaniną tych liczb. Sieka się bardziej regularnie i w uporządkowany sposób. Każdą liczbę dzieli się równo na dziesięć kawałków i wszystkie umieszcza się na tej linii prostej, którą masz pewnie jeszcze przed oczami. To są liczby dziesiętne. Umieszcza się je na tej linii prostej w sposób uporządko​wa​ny, według wielkości. A po​nieważ zawsze dzieli się przez dziesięć, to nie ma potrzeby wypisywania za każdym razem przez co się dzieli. Zawsze przez dziesięć. Aby zapisać wynik dzielenia jakiejś liczby całkowitej np. liczby 137 przez dziesięć, używa się do tego przecinka dziesiętnego, albo dziesiętnej kropki. Pisząc ołówkiem na papierze i w zeszycie, zwykle używamy przecinka. Ale kalkulatory używają kropki dziesiętnej. Tu zrobimy tak, jak kalkulatory.  Aby z liczby  137 zrobić liczbę dziesięć razy mniejszą, po prostu wstawiamy pomiędzy cyframi kropkę 13.7 .  Aby z tej liczby zrobić znów liczbę dziesięć razy mniejszą, po prostu przesuwamy tę kropkę o jedno miejsce w lewo,  1.37 .  Aby zaznaczyć, że jeszcze raz podzielono przez dziesięć, trzeba by napisać   .137 . Nic tam nie ma na lewo od tej kropki, wobec tego, nie pisze się tam nic,  czyli zero, w taki sposób  0.137 .   Każde przesunięcie kropki w lewo oznacza liczbę dziesięć razy mniejszą.  Każde przesunięcie kropki w prawo, oznacza liczbe dziesięć razy większą. Tak jest liczbami dodatnimi, większymi od zera. A co się dzieje przy dzieleniu przez dziesięć z tymi odbiciami w zerze? Zobacz sam na kalkulatorze. Narysuj to na osi liczbowej, na tej linii prostej, gdzie wyobraziłeś sobie liczby naturalne i zero. Te liczby, które powstają w wyniku dzielenia liczb całkowitych przez 10 nazywają się liczbami dziesiętnymi. Zbiór wszystkich tych liczb oznacza się literą  D. Wszystkie obliczenia, wszystkie operacje bankowe wykonuje się dzisiaj na liczbach dziesiętnych. Kalkulatory i komputery podają wyniki obliczeń za pomocą liczb dziesiętnych. Ale czy wartość każdego ułamka daje się przedstawić liczbą dziesiętną? Spróbuj to zrobić dla ułamka 
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Spróbuj podzielić liczbę 2 przez 3, najlepiej na kalkulatorze. Na niektórych kalkulatorach dostaniesz wynik 

0.6666666  
same szóstki.  Na innych dostaniesz same szóstki, a na końcu siódemkę, 

0.6666667 

Dlaczego? Co to znaczy i co z tym zrobić? Co się stanie, gdy 2 najpierw podzielisz przez 3, a potem pomnożysz przez 3? Czy jest liczba dziesiętna, która dokładnie jest równa wartości ułamka 
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 Poszuku​je​my w wali​zeczce Profesora Sikorskiego liczby 
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. Niestety napotykamy na trudności. Znajdujemy liczby bardzo bliskie,  co raz bliższe do tej liczby
0.6

0.66

0.666 
0.6666 i tak dalej,

ale nie widać końca tych obliczeń. Gdy chcemy ułatwić sobie te rachunki licząc na kalkula​tory i komputery, sprawa też się komplikuje. Niektóre kalkulatory pokazują tyle cyfr ile tylko zmieści okno kalku​latora i są to same szóstki z wyjątkiem początko​wego zera:
0.6666666,
to za mało. Inne pokazują
0.6666667,
to znowu za dużo, co łatwo sprawdzić mnożąc przez 3  Ale niektóre kalkulatory udają, że wszystko jest w porządku. Po wykonaniu mnożenia 0.6666666667  razy 3

podają odpowiedź

2
Inne, po wykonaniu mnożenia

0.6666667 razy 3 podają 

2.0000001

Jestem pewien, że po chwili zastanowienia się zrozumiesz całą prawdę. W zbiorze liczb dziesięt​nych D nie ma liczby 
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 . W tym miejscu w zbiorze liczb dziesiętnych jest dziura! Poczciwy zbiór D jest dziurawy! Najlepiej to widać, gdy przedstawisz sobie w wyobraźni wszystkie liczby dziesiętne na osi liczbowej. Jest ich bardzo dużo. Te liczby leżą gęsto na osi liczbowej. Pomiędzy każdymi dwoma liczbami dziesiętnymi na osi jest conajmniej jedna, a faktycznie całe mnóstwo liczb dziesiętnych. Mimo to liczby dziesiętnej dokładnie równej 
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 nie ma.
Jest nieskończenie wiele liczb dziesiętnych mniejszych od 
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 i podchodzą one do liczby 
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 bardzo blisko, dowolnie blisko,
0.666666

0.6666666

0.66666666

0.666666666, 

...

ale wszystkie są mniejsze od 
[image: image9.wmf]3

2

. Z drugiej strony jest nieskończenie wiele liczb dziesiętnych, większych od 
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. To są np. liczby

0.6666666667

0.66666666667 i tak dalej i cały dalszy ciąg innych. Ale moż​na dokładnie opisać miejsce w zbiorze D na osi liczbowej, gdzie powinna  być liczba 
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. To miejsce jest. Wskazuje na nie nieskończona sekwencja cyfr 6, mówimy nieskończony ciąg szóstek i na znak, że jest ich nieskończenie wiele dodajemy na końcu trzy kropki. W taki sposób:

0.666666666666666666... 

W tym miejscu nie ma żadnej liczby dziesiętnej. W zbiorze D jest w tym miejscu dziura. To prawda, że tę dziurę możemy zatkać liczbą 
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, ale to nie jest liczba dziesiętna. W zbiorze D jest więcej takich dziur. Np. liczba 
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, ale również wiele innych,  np. liczby 
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 i wszystkich ich tu nie mmożemy zapisać. 
Używając kalkulatora możesz sprawdzić, że tylko takie ułamki, przedstawiają liczby dziesiętne, które mają  bardzo szczególne liczby w mianowniku. Ta​kie liczby, których rozkład na czynniki pierwsze ma tylko dwójki i piątki. Na pewno sam możesz wy​jaś​​nić tę zagadkę dlaczego tak jest. Ułamki o innych mianownikach wska​zu​ją dziury w zbiorze liczb dziesiętnych. Jest tych dziur bardzo dużo, ale to jeszcze nie są wszystkie. Zbiór liczb dziesiętnych ma jeszcze więcej dziur! Jedną z takich dziur wska​zuje tajem​ni​cza liczba π . Na pewno słyszałeś już o tej liczbie, a może też o liczbie e. To też dziura. Na dziurę w zbiorze D natykamy się też, gdy szukamy liczby, której kwadrat równałby się liczbie 2. Nie ma takiej liczby w zbiorze liczb dziesiętnych, ani nawet w zbiorze liczb wymier​nych, które można „wytropić” ułamkami. 

Po dokładnym zbadaniu sprawy matematycy doszli do wniosku, że dziur w zbiorze liczb dziesiętnych jest nawet więcej niż samych tych liczb!  Te dziury nie są wynikiem starzenia się zbioru D, ma on zaled​wie kilkaset lat, ani też ciągłego używania tego zbioru do obliczeń, które gwałtownie się na​siliły od czasu wynalezienia kalkulatorów kie​szon​kowych, kas fiskalnych i komputerów. Taka jest po prostu natura tego zbioru. 
Ale matematycy nie lubią takich niedoskonałych, dziurawych zbiorów. Można się wprawdzie nimi doskonale posługiwać do bieżących obliczeń, w życiu codziennym, ale do subtelniejszych prac i rozważań teoretycznych trzeba czegoś lepszego. Przez te dziury po prostu wycieka sens wielu mate​matycz​nych twierdzeń, o których na pewno chciał​byś usłyszeć. Matematycy wpadli na pomysł. Po prostu te rzeczywiste dziury w zbiorze liczb dzie​się​t​nych zaczęli uważać za liczby! Uznali, że te rzeczywiste dziury to są nowe liczby, liczby rzeczy​wiste, tak samo dobre i rzeczywiste jak te liczby dziesiętne. I za jednym zamachem załatali tymi dziurami, tak jak kołkami wszystkie te dziury jed​no​cześnie: dziurami dziury. Tak uzupełniony zbiór liczb dziesięt​nych nie ma dziur. Każdy punkt na osi liczbowej odpowiada liczbie rzeczywistej. W walizeczce Pro​fe​sora Sikorskiego są liczby dziesiętne i nic więcej tylko dziury w zbiorze liczb dziesiętnych. 
Można ciągnąć to opowiadanie dalej, ale na razie na tym skończymy. Mamy ze sobą dwie walizeczki Profesora Sikorskiego. Nie rozstajemy się z nimi, ani na chwilę. Właściwie wystarczy, że niesiemy tylko tę pierwszą, ta druga jest przecież tylko odbi​ciem tej pierwszej. Początkowo jest to dość ciężkie, ale może​my się pocieszyć, z wiekiem staje się co raz lżejsze, tak jak silikonowe kości w kom​puterze, a w końcu już nawet tego nie zauwa​żamy. Czy uwie​rzysz w to, że masz zawsze przy sobie prak​tycz​ną wali​zecz​kę Profesora Sikorskiego z prakty​cz​nym zbiorem liczb na różne okazje razem z wszys​t​kimi rzeczywistymi dziurami w tym zbiorze, a między nimi zero, nic?
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